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Здесь ( )c eH i   гамильтониан электрона в зоне проводимости:  

 
2 2ˆ ( ) / 2c e e eH i m          (П1.35)  

 

( )v hH i   гамильтониан Латтинжера дырок в валентной зоне. В сферическом приближении:  

 
2

2 2

1

0

5ˆ ( ) [( ) 2 ( ) ]
2 2

v h h hH i J
m

          I  ,  (П1.36)  

 

где 5/)32( 32   , где 1 , 2 , 3  - параметры Латтинжера, em  - эффективная масса 

электрона, J


 - матрицы углового момента 3/2:  

 

0 3 / 2 0 0

3 / 2 0 1 0

0 1 0 3 / 2

0 0 3 / 2 0

xJ

 
 
 

  
 
 
 

 , 

0 3 / 2 0 0

3 / 2 0 0

0 0 3 / 2

0 0 3 / 2 0

y

i

i i
J i

i i

 
 

 
  

 
 
 

 , 

 

3 / 2 0 0 0

0 1/ 2 0 0

0 0 1/ 2 0

0 0 0 3 / 2

zJ

 
 
 
 
 

 

 ,   (П1.37) 

  - статическая диэлектрическая проницаемость, I  - единичная матрица 44   

 Введем координаты центра масс и относительные координаты R  и r , а также импульс 

центра масс и относительный импульс P̂ , p̂  используя линейное преобразование:  

 

e h r r r             ˆˆ( )ei    p P  , 

e h  R r r             ˆˆ( )hi     p P  . 

 

Здесь: ˆ ih  rp  , ˆ i  RP .  

Можно выбирать   и  более или менее произвольным образом. Попробуем найти такие 

значения   и  , чтобы разделить движение центра масс и внутреннее движение в экситоне. В 

классической механике это всегда возможно. Так как длина любого вектора должна 
сохраняться при любом пространственном преобразовании соответствующий детерминант 

должен быть равен единице, следовательно   =1 .  

 Запишем гамильтониан (П1.30) в виде суммы трех слагаемых:  

 

1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( , )H H H H  r R r R , 

2
2 2 2

1 1

0 0

1 1 5ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )
2 2 2e

e
H r J

m m m r


 


    p I p I p ,  (П1.38)  

2 2
2 2 2 2

2 1

0 0

5ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )
2 2 2e

H R J
m m m

  
      P I P I P ,  (П1.39)  
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3 1

0 0

5ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( )( ) {( )( )}
2e

H J J
m m m

  
        r R p P I p P I p P . (П1.40)  

 

Здесь: ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ{ }AB AB BA   означает коммутатор операторов Â  и B̂ .  

 Слагаемое (П1.38) описывает внутреннее движение в экситонах с тяжелой и легкой 

приведенной массой. Слагаемое (П1.39) описывает свободное движение центра масс тяжелого и 
легкого экситонов. Если бы не было слагаемого (П1.40), мы могли бы решить по отдельности 
задачу с гамильтонианом (П1.39) для неподвижного экситона, как это сделано в [29] и задачу с 

гамильтонианом (П1.39) для свободного движения центра масс экситона.  
Коэффициенты   и   могут быть разными для разных координат. Это значит, что 

  , в общем случае может быть тензором второго ранга [29]. Их можно выбирать более или 

менее произвольно [30]. Мы будем считать их скалярами.  

 Волновые функции уравнения (П1.34) выберем в виде:  
 

       , , expe h i   K Kr r r R r K R     (П1.41) 

 
Для простоты положим 1  , 0  . Это не самый удачный выбор, но он наиболее простой. 

Тогда получим  
 

2
2 2 2

1 1

0 0

1 1 5ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )
2 2 2e

e
H J

m m m r


 


    r p I p I p ,   (П1.42) 

2

2
ˆ ( )

2 e

H
m


K

R ,        (П1.43) 

3

ˆ( )ˆ ( , )
e

H
m




p K
r R .    (П1.44) 

 

Гамильтониан 
1
ˆ ( )H r  не зависящий от движения экситона как целого не зависит от выбора   и 

  и описывает состояния покоящегося экситона. Эта задача была решена в работе [29]. 2
ˆ ( )H R  

- описывает свободное движение экситона как целого. 3
ˆ ( , )H r R  - смешанный член. Он 

описывает смешивание внутреннего движения в экситоне и движения его центра масс.  

 Волновая функция основного состояния покоящегося экситона представляет собой 

линейную комбинацию функций S  и D  типа. Благодаря 3
ˆ ( , )H r R  к функции основного 

состояния подмешивается функции P  типа.  
 В силу трансляционной инвариантности, центр масс экситона может свободно 

перемещаться по кристаллу, однако внутреннее движение в экситоне может зависеть от 
движения его центра масс. Яркий пример этого можно видеть в кубическом кристалле, где 
движение центра масс экситона приводит к смешиванию основного состояния экситона и 

возбужденных состояний P  типа.  
 
Пример 4  Волновые функции механического экситона:  

Объемнвй кристалл:  
 

     ,

3

1
~ ( )i

i i e e h h

d

Fe u u
N

 K R

K k k
r r r r  .    (П1.51) 
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Здесь  iF r  - волновая функция относительного движения электрона и дырки,  e eu k r  и )(h hu k r  

- блоховские функции в соответствующих зонах, К  и R  - волновой вектор и координата 

центра масс экситона.  
Квантовая яма:  

 

         ,

2

)
1

(II IIi

i i e e h h e e h h

d

e f z z u u
N

  


K

k

ρ

K k
r ρ r r  .  (П1.52) 

 

Здесь  if ρ  - волновая функция относительного движения в i экситоне в плоскости квантовой 

ямы; огибающие волновые функции движения перпендикулярно плоскости ямы:  e ez  для 

электронов и  h hz  для дырок.  

Квантовая точка:  
 

       ,

0

1
( )i ie e ih h e e h h

d

u u
N

  
K k k

r r r r r  .   (П1.53) 

 

3dN , 2dN , 0dN  - нормировочные множители в трехмерном, двумерном и нульмерном случаях. 

В трехмерном случае экситон может возбуждаться в любой ячейке кристалла, и 3dN  равен 

объему элементарной ячейки умноженному на число ячеек в кристалле [7]. В двумерном случае 

2dN  равен произведению ширины квантовой ямы на площадь кристалла [8]. В нульмерном 

случае 0dN  равен объему квантовой точки.  
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Приложение 2. Экситонный вклад в тензор диэлектрической проницаемости 

 
Как уже говорилось, экситоном мы называем возбужденное состояние электронной подсистемы 

кристалла. Это состояние принадлежит не отдельным атомам, а всему кристаллу. Экситон 
может родиться в любой точке кристалла. Поэтому оно дает заметный вклад в диэлектрический 

отклик.  

 Обозначим полный гамильтониан электронной подсистемы кристалла ˆ
eH  (П1.1). 

Основное состояние кристалла, в состоянии равновесия, когда все N  электронов полностью 

заполняют валентную зону, как известно, можно описать с помощью многоэлектронной 

волновой функции  0 1 2, ,..., N r r r , представляющей собой детерминант, составленный из 

одноэлектронных, например блоховских, функций (П1.3). Кристалл переходит в возбужденное 

состояние за счет возмущения, вызванного внешним электромагнитным полем ˆ
erH . 

Возмущенное внешним полем состояние кристалла exc  представим в виде 0exc   , и 

подставим в уравнение Шредингера.  
 

ˆ ˆ
e exc er exci H H

t

 
     

 ,   (П2.1)  

 

0
ˆ 0ei H

t

 
    

 .    (П2.2)  

 

Здесь  1 2, ,... N r r r  волновая функция ысего кристалла, когда в нем возбужден экситон. Нам не 

нужно здесь конкретизировать ее вид и можем считать, что она выбрана в самом общем виде. 

Разложим   по всем однодетерминантным состояниям кристалла 
1 2, , 1( ,..., )i N k k r r , то есть по 

состояниям, представляющим собой детерминанты, составленные из одноэлектронных 

волновых функций в которых волновые функции валентной зоны одного из столбцов заменены 
на волновые функции зоны проводимости (П1.9).  

Эти функции соответствуют состояниям скоррелированных электронно-дырочной пары, 
не связанной кулоновским взаимодействием. Для учета кулоновского взаимодействия следует 
брать линейные комбинации таких функций (П1.20).  

В силу требований трансляционной инвариантности волновой функции, волновой вектор 
K  центра масс электрон-дырочной пары сохраняется. Таким образом, в линейную комбинацию 

детерминантов должны входить только функции с заданным K :  
 

1 2 1 2
    k k k k K  ,  

1 2, , 1 1 1 1
, ,

2 2

( ,..., ) ,...,i N N
i  

 k k
k K k K

r r r r  . 

 
Тогда искомое разложение имеет вид:  
 

 1 1 1
, ,

2 2

( , ) ,...,exc i N
i

i

C t
 

  
k K k K

K r r  .   (П2.3)  

 

Зависимость от времени отражает тот факт, что рассматриваемое состояние exc , в отличие от 

0 , не является стационарным состоянием кристалла. Подставим функцию exc  в (П2.1):  

 

   0 0
ˆ ˆ

e eri H H
t

 
       

 .   (П2.4)  
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Считаем, что ˆ
erH   мало по сравнению с 

0
ˆ

erH  , и учитывая (П2.1) получим,  

 

   1 1 1 0 1
, ,

2 2

ˆ ˆ( , ) ,..., ,...,e i N er N
i

i

i H C t H
t  

 
     


k K k K

K r r r r  .   (П2.5) 

 

В приложении 1 было показано, что матричные элементы ˆ
eH  на функциях  1 1 1

, ,
2 2

,..., N
i  


k K k K

r r  

представляют собой энергии механических экситонов.  

 Разложим 
0

ˆ
erH   по полной системе состояний механического экситона 

 1 1 1
, ,

2 2

,..., N
i  

 
 
 k K k K

r r :   

 

 0 ,0, 1 1 1
, ,

2 2

ˆ ,...,er i N
i

i

H W
 

   K
k K k K

r r  ,    (П2.6) 

 

 ,0, 1 1 1 0
, ,

2 2

ˆ,...,i N er
i

W H
 

  K
k K k K

r r  .      

 
Получаем систему уравнений  

 

   1 1 1 ,0, 1 1 1
, , , ,

2 2 2 2

ˆ ( , ) ,..., ,...,e i N i N
i i

i i

i H C t W
t    

 
     

  K
k K k K k K k K

K r r r r  .  (П2.7) 

 
Оператор взаимодействия электромагнитного поля с электронной системой кристалла  
 

  ˆ ,er i

i

e
H t

mc
  A r p  ,    (П2.8)  

 
Матричный элемент перехода кристалла их основного состояния в возбужденное имеет вид:  

 

,0, , 0 , 0 , 0

, 0 , 0

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

i i er i i

i i

e e ic
W H

mc mc

e ic im

mc e







 
             

 

 
         

 

K K K K

K K

A p E p

E d E d

 . (П2.9)  

 

Здесь использована связь матричного элемента импульса nmp  и матричного элемента 

дипольного момента nmd : nm
nm nm

i m
p d

e


 , а также то, что    , ,t ik tE r A r  . 

Иногда, например, в наноструктурах, следует учитывать нелокальность взаимодействия 

экситона и электромагнитного поля, в этом случае следует проинтегрировать скалярное 

произведение  E d  по объему кристалла  

 

   ˆ ,er iH t d E r d r r  .    (П2.10) 
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Умножив уравнение (П2.7) слева на  1 1 1
, ,

2 2

,..., N
i  


k K k K

r r  и интегрируя, получим:  

 

   1 1 1 0
, ,

2 2

ˆ ˆ( , ) ,..., ,ij i N
i

i H C t t
t  

 
       k K k K

K r r E r d ,   (П2.11)  

 

где ˆ
ijH  матричные элементы гамильтониана механического экситона. В простейшем случае c 

учетом обменного взаимодействия и пространственной дисперсии имеем:  
 

2 2

ˆ
2

i

ij exc i ij

i

K
H J

M
  

 
     
 

 .    (П2.12) 

 

Здесь i  - резонансные частоты механических (без учета взаимодействия с электромагнитным 

полем) экситонов, i

exc  - константа обменного взаимодействия, σ  и J  - спиновые матрицы 

зоны проводимости и валентной зоны соответственно, iM  - эффективная масса i  - экситонного 

состояния, K  - его волновой вектор.  

 Фурье образ функции ( , )iC t K  представляет собой огибающую волновую функцию 

экситона в методе эффективной массы  ,iK r .  

 Рассмотрим общее уравнение для объемного экситона (П2.11):   

 

   1 1 1 0
, ,

2 2

ˆ ˆ( , ) ,..., ,ij i N
i

i H C t t
t  

 
       k K k K

K r r E r d      

 

Учитывая малость волнового вектора света e h K k k  и используя волновые функции 

(П1.26б) получим в правой части (П2.11):  
 

   1 1 1 0 0
, ,

0 02 2

ˆ,..., , (0)cv
N i

i

iep
t F E

m 
   

k K k K
r r E r d    (П2.13)  

 

Здесь (0)iF  величина волновой функции относительного движения при 0e h r r .  

Уравнение (П2.13) для объемного экситона перепишется  
 

0

0 0

ˆ ( , ) (0)cv
ij i i

iep
i H C t F E

t m

 
   

K  .   (П2.14)  

 

Переходя к Фурье-образам, получим систему уравнений для коэффициентов  ,iC tK :  

 

       ˆ , ,ij i ij i iH C     
 

K K d K E K  .   (П2.15) 

 

Можно определить вектор поляризации excP  , связанный с возбуждением экситона:  

 

       
,0

ˆ ˆ , ,
i

exc exc

i i

i i

d r d C t         K
P r K r R P  .  (П2.16) 
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Для вектора поляризации получим:  
 

         ˆ , ,exc

ij ij i i j jH P d d E     
 

K K K K K  .   (П2.17) 

 
Отсюда получаем выражение для тензора восприимчивости и тензора диэлектрической 

проницаемости для конкретной модели экситона  
 

   

 
( , )

i j

ij

i

d d

i
 

 




  

K K
K

K
     (П2.18) 

 

и  

   

 
0( , ) 4

i j

ij ij

i

d d

i
    

 


 

  

K K
K

K
     (П2.19) 

 

Здесь 0  - фоновая диэлектрическая проницаемость на частоте экситонного резонанса,  i K  - 

резонансные частоты экситонов, учитывающие квадратичную пространственную дисперсию, 

  - экситонное затухание, связанное с диссипативными процессами,  id K  - дипольный 

матричный элемент оптического перехода в i  экситонного состояние, индексы i  и j  включают 

в себя также и направление поляризации.  
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